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ACTIVIDADES de la pagina 9

a) El cifrado de César: empleado por Julio César para comunicarse con los legados de sus legiones. ¢En qué
consiste? Codifica la célebre frase de César: «Alea jacta est».

Julio César cifraba su correspondencia mediante un algoritmo de sustitucién de este tipo: cada letra del
mensaje original era sustituida por la que seguia tres posiciones mas adelante en el alfabeto: la letra A era
sustituida por D, la B por E, la C por F, y asi hasta la ultima letra.

El algoritmo de sustitucidon puede verse en la tabla. En la primera fila puede verse el alfabeto original y en la
segunda fila el alfabeto cifrado.

A|B|C|D|E|F|G|H|I |J |[K|L|M|{NIN|O|P|Q|R|S|T |U|V|W|X]|Y

DIE|/F|G|H]|I |J|K|LIM|N|N|O |P|Q|R|S|T|U|V| WX |Y|Z |[A|B

La frase «Alea jacta est» codificada se convierte en DNHD MDFWD HVW.

b) El atbash hebreo: usado en el libro de Jeremias de la Biblia. Busca informacion sobre él y codifica el
mensaje «examen el dia catorce».

El cifrado se realizaba con las letras del alfabeto hebreo. Nosotros los vamos a realizar con las letras del
alfabeto latino.

Se trata de otro algoritmo de sustitucidon que aparece en la tabla siguiente. Como en el cifrado de César, en
la primera fila puede verse el alfabeto original y en la segunda fila el alfabeto cifrado.

alblc|d|e|f|lg|h|]i|]j|k|]I|m|njo|p|g|r|s|t|lu|lv|w]|x]|y]|z

Z| Y| X|W|V|U|T|S|R|IQ|P|O|N|M|L|K|J|]I'|H|IG|F|E|D|C|BJA

El mensaje «examen el dia catorce» codificado es VCZNVM VO WRZ XZGLIXV.

c) El cifrado de Polibio: ideado por el historiador griego Polibio, fue utilizado durante mucho tiempo.
Encuentra su forma de proceder y codifica la frase «Queremos fin guerra».

Polibio colocé las letras del alfabeto en una tabla 5 x 5. El sistema
de cifrado consistia en hacer corresponder a cada letra del A B C D E
alfabeto un par de letras que indicaban la fila y la columna, en la
cual aquella se encontraba.

La frase «Queremos fin guerra» se codifica en la expresion:

“DADEAEDBAECBCDDC BABDCC BBDEAEDBDBAA”.
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En este caso la frase «Queremos fin guerra» quedaria codificada 1 A B C D E
con la expresién:
2 F G H l,) K

“4145154215323443 212433 224515424211".

d) El cifrado Hill: inventado por el matematico norteamericano Lester Hill en 1929. Utiliza matrices en el
cifrado. Los pasos del procedimiento de cifrado estan expuestos en las pagina 54 y 55 de este libro de texto.

Usando el cédigo numérico:

A B C D E F G| H | J K L M N

17 7 21 (15| 27 8 (1020 3 26 19 4 11 28

14 5 18 | 9 | 23 1 |12 (25| 6 16 13 22 2 24

Codifica el mensaje «En el mismo lugar», utilizando la matriz A de cifrado, siendo:

1 -1
A=]1 0
0 2

—_— = O

El mensaje anterior, segln el cédigo numérico se transforma es:

Mensaje EN_ EL_ MIS MO _ LUG AR _
Mensaje con 27 28 27 4 1131 11524 425 172324
24 24 10
cédigo numérico
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Para enviar de forma cifrada el mensaje anterior se toma la secuencia numérica de la segunda fila de la tabla

y se multiplica, tomando los nimeros de tres en tres por la matriz de cifrado:

1 0 -1\ (27 3 3 1 0 -1) (11 -13 15
M1 1 o]-|28|=|55|=|27 M1 1 o0 5(=]16 |=|16
01 2 24 76 20 01 2 24 53 25
1 0 -1\ (27 3 3 1 0 -1 4 -6 22
Mmi1 1 o0 4 |=[31|=|3 Ml1 1 o-[25|=|29]=]|1
01 2 24 52 24 0 1 10 45 17
1 0 -1\ (11 10 1 0 -1\ (17 -7 21
Mmi1r 1 ol|-|3|=|14 M1 1 o|-|23|=|40|=|12
01 2 1 5 0 1 24 71 15
Mensaje
codificado
32720 | 3324 | 10145 | 151625 | 221 |211215
con 17
cédigo numérico
Mensaje IEH [ GNo DWU | YSA CTD
codificado

El mensaje codificado sera: IEHII_GNODWUYSACTD.

Nota: Si deseamos descodificar el mensaje codificado utilizaremos la matriz inversa de A, es decir,
2 -1 1

-2 2 _1| yprocedemos como hemos hecho en la codificacion.

1 -1 1

A ' =

Ofrecemos bibliografica donde encontrar informacién sobre las cuestiones expuestas, ademads en internet
puede localizarse, sin dificultad, trabajos realizados sobre los aspectos resenados.

GOMEZ URGELLES, JOAN. (2010) Matemdticos, espias y piratas informdticos (Codificacidn y criptografia).
RBA.

GONZALES VASCO, M2 ISABEL. (2018) Las matemdticas de la criptologia (Secretos demostrables y
demostraciones secretas). Los libros de la catarata.
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CUESTIONES INICIALES pagina 10

1. Los electrodomésticos que vende una cadena en una gran ciudad los tiene en cuatro comercios C;, C;, C3
y Cs. Vende tres marcas de televisores TV;, TV, y TVs. En un momento determinado, el comercio C; tiene
20 televisores de la marca TV;, 18 del tipo TV, y 16 del TVs. El comercio C,, 22, 16 y 38, respectivamente.
De igual forma, el comercio C;, 30, 40 y 10. Por ultimo, las unidades de C; son 15, 25 y 20. Expresa, de forma
ordenada, los datos anteriores en una tabla.

En las filas de la tabla se han colocado las marcas de los televisores y en las columnas los comercios,
obteniéndosela tabla:

G |G| G Cs

TV: | 20 | 22| 30 | 15

TV, | 18 | 16| 40 | 25

TVs | 16 | 38| 10 | 20

2. Encuentra las soluciones de los sistemas siguientes por el método de Gauss, expresandolos en forma
matricial:

_ -x+2y-3z=11
a) {;itg_}w b) i2x -5y +z=-14
y= 3x+3y-22=7

La resolucion de los sistemas puede expresarse en la forma siguiente:

a) En la primera matriz realizamos la operacién elemental por filas: multiplicamos por 2 la primera fila y por
3 la segunda, restando los productos anteriores y colocando los resultados en la segunda fila (2F; —3F, > F,),

y obtenemos la segunda matriz.
3 1 3 3 1 3
2 -5 19 0 17 -151

La segunda matriz proporciona la solucién: x =2,y =—3.

b) En la primera matriz realizamos las operaciones elementales por filas: 2F; + F, > Fo y 3F1 + F3 & F3y
obtenemos la segunda matriz. En esta matriz realizamos la operacién elemental por filas 9F, + F3 > Fs y
obtenemos la tercera matriz.

I

-1 2 -3 11 -1 2 =3 11 -1 2 =3 11
2 -5 1 -14f=|0 -1 -5 8|=/0 -1 -5 8
3 3 -2 7 0 9 -11 40 0 0 =56 112

La tercera matriz proporciona la soluciéon: x=—-1,y=2,z=-2.
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-1 3

- . (0
1. Identifica con la notacion aj; los elementos de la matriz s 1 4l

Los elementos de la matrizsonai;; =0;a,=—1;a13=3;a=—2;axn=1yax=—-4.

5 © Editorial Editex. Este archivo es para uso exclusivo y personal del profesorado. Cualquier forma de reproduccion o distribucion
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3 3 5§ 1 53 1 -1 1
2. Dadas las matrices A = , B = yC= , calcula:
1 0 -2 1 4 2 0 -2 -2

a)3(A-B)-6C b)2A-3 (B + C)

a)3(A—B)—6C=3(2 -2 2}_6(1 -1 1]{0 0 oj
0 -4 -4/ o =2 =) loo o

b 2A-3B+0= o[> 3 )42 4 (0 6 2
10 -2 1 20) -1 -6 —4

., -2 x -1 2 2 —4
3. Calcula x, y, z en la expresion: 4 - =2- -3 .
0o -7 y -2 2 z

Operando e igualando las matrices resultantes, obtenemos: x=4,y=3yz=8.

6 © Editorial Editex. Este archivo es para uso exclusivo y personal del profesorado. Cualquier forma de reproduccion o distribucion
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-3 1

Hallamos A% 42 — 4 -4 = b3y -3 = -8 0
-3 1 -3 1 0 -8

. ., -8 0 -2 6 1 0 -7 -6
Realizamos la operacidn: 4> — 24 — | = - - =
0 -8 -6 2 01 6 -—11

5. Sean las matrices A;x3, Bax2 Y C2x3. Determina la dimensidn de las siguientes matrices:

4. Calcula A2-2A —-1Isiendo A = (_ 1 3) .

a)A'-B b)A - Ct ¢)B-C d)C- At e)B-C+A f)Bt-A-C
Las dimensiones de las matrices resultantes de las operaciones son:

a)At-B: (3x4)-(4x2) = (3x2)

b)A-C:(4x3)-(3x2) = (4x2)

c)B-C:(4x2)-(2x3) = (4x3)

d)C-A%(2x3)-(3x4) = (2x4)

e)B-C+A:(4x2)-(2x3)+(4x3) = (4x3)+(4x3) = (4x3)

f)B'"-A-C:(2x4)-(4x3) +(2x3) = (2x3)+(2x3) = (2x3)

1 3 1 2
6. Calcula el valor de x e y para que las matrices A = (3 j y B= ( j conmuten.
Xy

1
Se cumplira:
1 3 1 2 1 2 1 3 1+3x 243y 7 5
A-B=B-4 = : = : = = =
31 Xy x y) \3 1 3+4x 6+y x+3y 3x+y
1+3x=7
2+3y=>5 x=2
= =
3+x=x+3y y=1
6+y=3x+y
x -2 0
7.Hallaelvalordexenlamatriz A=| (0 — 2 0| paraquesecumplalaigualdad A2=4l,siendo | la matriz
0 1 x

unidad de orden 3.

Operamos en la igualdad A% = 4l:
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x =2 0) (x =2 0 x2 =2x+4 0 4 0 0 x? =
A* =A4-A4=|0 =2 0]-]0 =2 o|=|0 4 0[=|0 4 0] = {-2x+4=0 = {x=2
0O 1 x 0O 1 x 0 —-2+x x? 0 0 4 -2+x=0

El valor de x buscado es x = 2.
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1
8. Determina las matrices 2 x 2 de la forma M = ( X

1
j tales que M- M" = (0 gj, siendo M'la matriz
Yy

traspuesta de M.

Operando obtenemos:

MM = 1 0
0 4

o )6 = 267 -

1+x* =1
x=0
= xy=0 =
5 {y=i2
y =
La matriz M puede ser )f = 1o o M= o
0 2 0 -2

1 -2 4 0
9. Dadas las matrices A = (3 j y B= ( 5 J , comprueba que:

a) (A +B)t=A'+Bt b) (A B)t=B!- At

9 | © Editorial Editex. Este archivo es para uso exclusivo y personal del profesorado. Cualquier forma de reproduccion o distribucién
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1
10. Para la matriz A = [

2 -2
XJ, encuentra las matrices que cumplan A- A' = [ J
y

Operamos e igualamos las matrices resultantes:

l+x*=2
1 x) (1 0 2 -2 1+ x> xy 2 -2
0 y) \x » -2 4 xy 2 -2 4
y

¥

=-1x=1
x==-1Ly=2
= qxy=-2 =
x=1,y=2
y==—2,y=2

i) Parax=-1,y=2lamatrizes A, :(1 _IJ.
2

i) Parax=1,y=—2la matrizes 4, :(1 1 J
-2

10 © Editorial Editex. Este archivo es para uso exclusivo y personal del profesorado. Cualquier forma de reproducci6n o distribucion
solo puede ser realizada con la autorizacion del titular del copyright, salvo las excepciones previstas legalmente.



EDlItEX Matematicas II- UD1 MATRICES | =lel88[e[e])'/.\ {[e)
www.editex.es

11. Utilizando el método de Gauss—Jordan calcula las matrices inversas de:

1 0 -1
1 2
A= ,yB=l0 1 -1/,
4 9

1 -1 1
® Calculamos la matriz inversa de A utilizando las operaciones elementales por filas y obtenemos:
1 2/1 0 ) 1 21 0) O 1 0| 9 =2
, ——— -—>
4 910 1 0 1(-4 1 0 1/1-4 1
En (1) hemos realizado F, - F, — 4F1. En (2) hemos realizado F; = F; — 2F,.

La matrizinversade Aes 4°! = ( ? _2j .
-4 1

e Calculamos la matriz inversa de B utilizando las operaciones elementales por filas y obtenemos:

Lo —1f1 o0 Lo -1 1 00) Lo -1l 1rooo)
01 -1/0 10, ——> |0 1 =10 1 0] ——> |01 =1|0 1 0| ——>
1 -1 1]/0 0 1 0 -1 2[-10 1 00 1[-11"1

1 0 -1]1 0 0 1 00[0 11
(3) “4)
——> |0 0l-12 1| === [0 1 0[-1 21

00 1[-11"1 00 1]-1 111

En (1) hemos realizado F3 = F3 — F;. En (2) hemos realizado F3 = F3 + F,. En (3) hemos realizado F, - F, + Fs.
En (4) hemos realizado F; = F; + Fs.

0 11
La matrizinversadeBes g-! —| -1 2 1]-
-1 11

3
12. Se consideran las matrices A = (8 yB=

(S
7\
Ib)
=]
w |
[
N—

a) Comprueba que B es la matriz inversa de A.
b) Calcula la matriz X tal que A - X = B.

a) La matriz inversa A"! de la matriz A cumple A- A" = 1. Veamos que A- B = [:

e

11| © Editorial Editex. Este archivo es para uso exclusivo y personal del profesorado. Cualquier forma de reproduccién o distribucion
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Por tanto, A~! = B.

b) Operamos en la ecuacién AX = By despejamos la matriz X:

AX=B = A!'-AX=A'-B = X=A"1-B = X=B-B=B?

Hallamos la matrizX: ¥ = B2 =B - B = 3o-h (3 -l - 17 -6
- 48 17

Matemadticas ll- UD1 MATRICES | ={e]E¢[e[[0])\/.\:{[o)
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13. Dada la matriz A, calcula:

1
A=|2
1

A W o
[ I ]
L N

a) Su rango.
b) Si existe, una columna combinacidn lineal de las restantes.

c) Si existe, una fila combinacidn lineal de las restantes.

1 0 1
a) Elrango de lamatrizes3alserelmenor |2 1 4|=—-1=0.
1 2 4

El mismo resultado podemos obtenerlo con las operaciones elementales por filas:

AN W O
NN = O
AN W O
NN = O
S W O
S = O

1 1 1 1 1
rango (A)= rango | 2 4| =rango |0 4| =rango | 0
1 4 0 4 0

b) Existe una columna combinacién lineal de las otras, por ejemplo, la columna segunda podemos ponerla
en combinacidn lineal de las otras tres:

(0,3,6)=0-(1,1,1)+3-(0,3,6)+0- (1, 4, 4)

c) En este caso no existe una fila combinacidn lineal de las restantes ya que al ser el rango 3 las tres filas son
linealmente independientes.

14. Estudia el rango de las siguientes matrices segun los valores del parametro m.

1 2 3 21 -2
m — m

a)A:( j b) B=|6 4 2 m
m+1 m

9 6 3 -6

a) Haciendo ceros con las operaciones elementales entre filas, obtenemos:

4 m-—1 2m m—1 2m
rango A = rango = rango
& & m+1 m & 0 m-(m+3)

Estudio:
eSimz#0ym#3,elrango de A es 2.

eSim=0,elrangode 4= [_1 OJ es 1.
1 0

13 © Editorial Editex. Este archivo es para uso exclusivo y personal del profesorado. Cualquier forma de reproduccién o distribucion
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® Sim =3, el rango de A:(_4 _6jesl.
-2 -3

b) Haciendo ceros con las operaciones elementales entre filas, obtenemos:

321 -2 321 =2
rango B =rango|6 4 2 m |=rango|0 0 0 m+4
9 6 3 -6 0 00 0

Estudio:
e Sim#—4,elrango de B es 2.

321 =2
eSim=4,elrangode g—|o 0 0 o |esl.
000 O

14| © Editorial Editex. Este archivo es para uso exclusivo y personal del profesorado. Cualquier forma de reproducci6n o distribucion
solo puede ser realizada con la autorizacion del titular del copyright, salvo las excepciones previstas legalmente.



=

EDITEX

www.editex.es

Matemadticas ll- UD1 MATRICES | ={e]E¢[e[[0])\/.\:{[o)

ACTIVIDADES pagina 29

1. Cuadrados de niimeros. Si un numero acaba en 2, écual es la ultima cifra de su cuadrado? Y si acabase
en otra cifra, écual es la ultima cifra de su cuadrado?

Calcula los cuadrados de 15, 25, 35, 45 y 55, écuales son sus dos ultimas cifras? ¢ Podrias explicar una regla
razonada para calcular las cifras restantes del cuadrado, sin efectuar la multiplicacion?

Calcula los cuadrados de 11, 21, 31, 41 y 51. Da una regla que te permita calcularlos a partir de los
cuadrados de los nimeros 10, 20, 30, 40 y 50.

a) Si un nimero acaba en 2, su cuadrado acaba en 4.

En la tabla pueden verse todas las terminaciones:

Si un numero acaba en 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Su cuadrado acaba en 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1

b) Calculamos los cuadrados pedidos y alguno mas del mismo tipo:

152=225 252 =625 35%=1225 45% = 2025
55%2=3025 65% = 4225 75%=5625 85%=7225
95% = 9025 1052 =11025

Observamos que todos acaban en 25 y las otras cifras son el resultado de multiplicar el valor de las decenas
por este nimero mas 1.

Para15%1-(1+1)=2; para25%:2-(2+1)=6; para35%3-(3+1)12;..
Teniendo en cuenta la expresidon polindmica de un nimero en el sistema de numeracién decimal, se obtiene:
(a5)?> = (10a + 5)>=(10a)*+2-10a -5+ 52 =
=100a%+100a + 25 =100(a®?+a)+25=a- (a+1) - 100 + 25
c) Como en el caso anterior calculamos los cuadrados:
112=121 21%2=441 312=961 412 =1681...
Teniendo en cuenta la expresion polindmica:
(a1)?=(10a + 1)>=(10a)?+2-10a-1+12=
=100a*+20a+1=a%- 100+2a-10+1

La regla seria: El cuadrado de a por 100, el doble de a por 10, mas 1.
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2. Tazones de café con leche. Cuatro tazones contienen el mismo volumen de liquido. El primer tazén
contiene café solo y los otros tres sélo contienen leche. Se vierte la cuarta parte del contenido del primer
tazon al segundo. Se hace la mezcla homogénea y, a continuacidn, se vierte la cuarta parte del contenido
del segundo tazon al tercero. Se hace la mezcla homogénea y se vierte la cuarta parte del contenido en el
ultimo tazén. ¢Qué relacion hay entre el volumen del café y de la leche que hay en el cuarto tazén?

Dibujamos los tazones con sus contenidos:

Café Leche Leche Leche

V1 V2 V3 V4

Los volumenes de los distintos tazones en las distintas acciones aparecen en la tabla.

Estado Tazon de Tazon de leche (1) | Tazon de leche (2) Tazon de leche (3)
café
Inicio V1 Vz V3 V4
1
V2 + ZI/I
Primer V3 V4
trasvase
1 1
vV, + —(Vz —Vlj
Segundo 4 4 Vy
trasvase
1 1 1
vV, + —(1/3 + —(Vz + =V

Tercer 4 4 4
trasvase

Como Vi =V; = V3 =V,, el contenido final del cuarto tazén es:

1 4
1 1 1 44 1-4
Ve=|1+—+—+— 1|V = V = vV
4 [ 4 4 43j L 43 — 4
4

1{1(1
El contenido final de café del cuarto tazén es C, ZZ(—(—CD; pero, como C =V, resulta que

4\ 4
1
1 FV 1
C. = —3V . La relacién, r, pedida es, por tanto, » = 7 =—.
1-4 1 84
FEpTRAE
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3. Longitud minima. Dado un cuadrado ABCD de centro O, determina la posicion P

del punto P para que la longitud OP + P_P1 + R sea minima.

o)
PEEEEEETEEEEE ® C1 _ P,
. /': Como el segmento PP, mide la longitud del lado del
E ’ i cuadrado, es constante, entonces la longitud que tiene que ser minima es
Vi JR—
: Ao OP + PC.
! S
: J : Dibujamos en el cuadrado del enunciado un cuadrado auxiliar punteado en la
P L C  parte superior.
En dicha figura se verifica:
3 OP + PC = OP + PC,
y esta longitud serd minima cuando los segmentos OP y PC, estén alineados.
P1 En la figura inferior se muestra como determinar la posicion del punto P buscado.

Resulta que el punto P es el origen del segmento PC, siendo este la tercera parte del lado del cuadrado.

Resolucion analitica:
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Dibujamos un sistema cartesiano tomando como origen de coordenadas \
el centro de un cuadrado de lado 2, es decir, el punto O (0, 0). Y
Las coordenadas de los puntos del enunciado son: Px 1) c(,1)
C (1r 1)r P (XI 1) y P1 (XI - 1)

Las longitudes de los segmentos O_P, P_P1 y ﬁ son: O X

OP = x> +1 PP =\(x—x)> +[1 - (=] =2 /

D 2 2 2

PC=y(x—17 +[1- (=D =4/x> —2x+5 P (-1
La funcion a optimizares f (x) = /x> +1 +2 + /x> —=2x + 5.
Los posibles maximos y minimos son los valores que anulan la primera derivada de f (x), que es:

2x 2x =2 X x—1
J(x) = + = [ ()= +
24x7 +1 24x* =2x+5 \/x2 +1 \/x2 -2x+5
Anulamos la primera derivada y obtenemos:
x -1

f(x)=0 = =0 = x-4x"=2x+5+(x-D-x*+1=0

X
\/)c2 +1+\/x2—2x+5

Operamos y resolvemos la ecuacidén resultante.

xoAx =2x+5=(1-x)yx*+1 = ¥ @ -2x+5=(01-x)° " x*+1) =

= x'-2 +5x =t —2 +2xP - 2x+1 = 3P 4+2x-1=0 =

1
-2+.J4+12 -2+4 X, = —
- X = = = 1 3
6 6
% xz =—1
P (% ,1) 1 .
o Para x, = —, las coordenadas del punto P son
c(,1) 3
1 P(-1,1)
X (5, lj y la longitud buscada es minima (ver c@,1)
o
primer dibujo).
X
Para x, = — 1, las coordenadas del punto P; son o)
1 (— 1, — 1) y la longitud buscada es maxima (ver
Pi(=,-1
' (3 ' ) segundo dibujo).
Py(-1,-1)
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1. A cuatro compaiieros, A, B, C, D, de segundo de bachillerato, se les pide que respondan a la pregunta:
“¢Crees que alguno de vosotros aprobara este curso? Di quiénes”.

Las respuestas son: A opina que B y D; B opina que A y el mismo; C opina que A, B y D; D opina que el
mismo. Expresa este enunciado en una matriz.

Expresamos la informacion del enunciado en una tabla, poniendo un 1 en el caso que un individuo opine de
otro que aprobara el curso y un 0 en caso contrario.

01 0 1
1 1 0 O
Los valores de la tabla dan lugar a la matriz
1 1 0 1
0 0 0 1
2. Halla las matrices A = (a;), B = (bj) y C = (c;;), de dimensiones 3x2, 3x3 y 3 x 4, cuyos elementos sean,
respectivamente:
a) ajj = (2i —j)2 b) bj; = il c) Cij = (i+ j)i_

Las matrices pedidas son:

Lt

10 111 316 125
a)d=|9 4 b)B=|2 4 8 gc=l3 1 1L L
5 36

25 16 39 27 )
65 1

3. Escribe dos matrices diagonales de orden 3 tal que la suma de todos sus elementos sea 6.

Una matriz diagonal es una matriz cuadrada en la que todos los elementos no situados en la diagonal principal
son ceros. Matrices que cumplan el enunciado pueden ser:
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100 00
D, =[0 1 0/9D,=[0 2 0
00 4 0 3

[

4. Encuentra todas las matrices de dimension 2x2 tales que la suma de los elementos de cada fila sea igual
a1y lasuma de los elementos de la primera columna sea igual a cero.

a b
Sea lamatriz 4 = ( J
c d

y la matriz sera de

a+b=1 {b=1—a

Si los elementos de cada fila deben sumar 1 se cumplira:
c+d=1 d=1-c

a l—a
la forma: A=( ]
c l-c¢

Si la suma de los elementos de la primera columna deben sumar 0, se cumplird: a + ¢ = 0, es decir, ¢ = — a.
Sustituyendo en la matriz, obtenemos:

a l-a
A= , siendo a un numero real cualquiera.
—a l+a

—2 3a a+b 4 a b
5. Calcula a, b, cy d para que se cumpla + =2 .
d 7 5 c c d

Operamos e igualamos los elementos de las matrices resultantes:

a+b—-2=2a
a+b—-2 3a+4 2a 2b 3a+4=2b
( d+5 c+7J:(2c 2dJ d+5="2c

c +7=2d

Resolviendo el sistema obtenemos:a=0,b=2,c=17/3 yd=19/3.

6. Una empresa de aceite de oliva elabora tres calidades: normal, extra y virgen extra y posee tres marcas
X, Y, Z, distribuyendo su produccidon en cuatro almacenes. Los miles de litros almacenados en el primer
almacén vienen expresados en la matriz:

XY 2

22 46 80
36 58 88
48 66 92

El segundo almacén tiene el doble que el primero, el tercero la mitad y el cuarto el triple. ¢éQué volumen
de produccidn de aceite tiene en cada uno de los almacenes, y en total, de cada calidad y de cada una de
las marcas?
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Las matrices A, coni=1, 2, 3, 4, muestran el volumen de aceite de cada uno de los almacenes:

22 46 80 44 92 160 11 23 40 66 138 240
A4, =136 58 88 A, =|72 116 176 | A, =18 29 44 A, =108 174 264
48 66 92 96 132 184 24 33 46 144 198 276

El volumen total de aceite almacenado de cada calidad y de cada una de las marcas es:

143 299 520
T =|234 377 572
312 429 598
. -1 1 5 3 0 2
7. Dadas las matrices: A = ,B = yC= ; calcula:
0 2 -1 4 -2 4
a)A+B b)A-B+C c)2A+B-3C d) AB-AC e) 2AB - 3AC + 4BC

Los resultados de las operaciones son:

sava=( 5 ()

L P B ST R
N L M A K
L P SO B P O By

-12 2 -6 6 -24 88 -30 84
e) 24B -34C + 4 BC = - + =
-4 16 -12 24 -32 56 - 24 48

. 1 0 1 X 0 -1
8. Dadas las matrices A = , B= y C= , calcula el valor de x para que
1 -1 x—-1 -1 -1 2

se cumpla A + B + C2 = 3|, siendo | la matriz identidad de orden 2.

Hallamos C%: ¢?=C - C = 0 -1 (0o -1 = -2
-1 2 -1 2 -2 5

Operamos A + B + C2 =3I
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1 0 1 X ) 30 3 x—=2 30
(1 —J (x—l —J [—2 5] (o 3} (x—2 3 J [0 3)

El valor de x es 2.

2 2 4
-1 -2 0
9.Sean|asmatrices:A=(3 0 3J,B: -5 0|,C=|-4 yD=(0 -1 3).Delossiguientes
-1 3 1

productos, explica razonadamente cuales pueden realizarse y cuales no:
A-B A-C A-D Cc-D

Las dimensiones de las matrices del enunciado son: Axs, Baxa, Cax1 ¥ Dixs. Analizamos cudles de los productos
pueden realizarse y la dimensidn de la matriz resultante:

— El producto A,ys - B3y puede realizarse ya que el nimero de columnas de A coincide con el nimero de filas
de By la matriz resultante M; = AB tiene dimension 2x2.

— El producto Axs - Csx puede realizarse ya que el nUmero de columnas de A coincide con el numero de filas
de Cy la matriz resultante M, = AC tiene dimension 2x1.

— El producto Axgs - D1z no puede realizarse ya que el nimero de columnas de A no coincide con el numero
de filas de D.

— El producto Csyx; - Dixs puede realizarse ya que el nimero de columnas de C coincide con el numero de filas
de Dy la matriz resultante M3 = CD tiene dimensién 3x3.

10. Calcula los productos posibles entre las matrices:

2 1 1 1 1
3 2 -4 2 1
A = » B = ,C=|1 2|yD=|1 -2 3
2 0 0 5 3
2.0 0 -1 1

Los productos posibles son:
3 2 -4 2 1 -12 16 9
A-B= : =
2 0 0 5 3 -8 4 2

1
—4 2 1 4 0
B'Cz . 2 =
(0 5 3) . (11 10}

[\ )
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1 1 1
-4 2 1 -2 -9 3
B-D= 11 =2 3=
0 5 3 5 -13 18

I 1 1 2 1 5 3
D-C= -2 3 1 2(=|6 -3
0 -1 1 20 I -2
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ACTIVIDADES pagina 33

11. Encuentra, en cada caso, la matriz A que cumpla:

1 0 1 4 3 -1 -2 -1 1 -2
a) -3 =2A b) . =3 +2A
31 31 -2 4 3 0 3 0
Las matrices buscadas son:

3
-6 =

-1 =
a)A=( 6) b) A= 2
]

~3 -1 7
2

12. Obtén las matrices A y B que verifiquen los siguientes sistemas matriciales:

-1 5 -13 23 21 16
A+B=| 2A+B=| 3A-SB=| o
a) b) ) P B
3 0 1 -13 -11 -8
A-B= A-2B-= -A+3B=
2 -9 3 -1 -1 3

Resolviendo los sistemas por reduccidon obtenemos:
) A By po[?
a = =
5)Y 3
2 =5 1 -3
b) A= y B=
-1 3 4 0
1 2 2 -4 -3 -2
-2 1 0 -1 0 1
13. Halla, en cada caso, todas las matrices que conmuten con:

a)A:[l lj b)B:[l Oj C)C:[l zj
1 -2 11 -1 0

a b

SeaX=(
c

j una matriz de dimensidn 2x2 cualquiera. En cada caso se cumplira:

a) A-X=X-A =
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1 1 a b a b 1 1 a+c b+d a+b a-2b
= : = : = = =
1 -2 c d c d 1 -2 a—2c b-2d c+d c¢—-2d

a+c=a+b

a—2c=c+d c=b a b

= = X = cona,beR.
b+d=a-2b d=a-3b b a-3b
b—-2d =c-2d

b)B-X=X-B =

ot 1 P A Y I RO B SO B

a+b=a
b=5>b b=0 a O
= = = X = con a,c € R.
c+d=a+c d=a c a
d=b+d

cJC-X=X-C =

S S A S A B

a+2c=a->b

a+2c b+ 2d a—-b 2a
f— = f—
—a -b c—d 2c

b+ 2d =2a a=d —c d—-c —-2c

= = = X = conc,d € R.
—a=c—-d b=-2c c d
-b=2c

. . a b e 2
14. Determina todas las matrices M = b que verifican M* = 2M.
a

b b b 2 4+ p? 2ab 2a 2b
Para M = N se tiene que:M2 = “ 14 ~¢ * a4 y 2M = “
b a b a b a 2ab a’ + b? 2b 2a

a’> +b* =2a
2ab=2b

La igualdad de las matrices anteriores nos da el sistema: {

En la segunda ecuacién se obtiene a =10 b =0. Estos valores llevados a la primera ecuacién nos proporcionan
cuatro soluciones:

iJa=1,b=1 iija=1,b=-1 iiija=0,b=0 ivja=2,b=0
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Las cuatro matrices solucion son, respectivamente:

11 I -1 0 0 20
i)M1=(1 J ii)M2=(_1 1) iii)M3=(O oj iV)M“:(o 2)

. -2 0 1 0
15. Con las matrices A = el= calculaA-At+1.
1 3 0 1

Operando:
, -2 0 -2 1 1 0 1 -1
A— A" + 1= - + -
1 3 0 3 0 1 1 1

1 -1 0 3
16. Para las matrices A = (4 0 j y B =( 1 2), comprueba que se cumplen las siguientes

propiedades de la trasposicion de matrices:
a)(4')=A b)(4+B) =4+ B -4y =k-4'"  d)(4-B) =B - 4"

En cada apartado obtenemos:

a) Afz(_ll @v(/l’)t{i _OI}A
b)A+B:@ —01){_01 _32}(:1% _22)V(A+B)‘=@ _32j
Af+B'=(_l1 3){2 :;}@ —32J

0 -1 1 4 1 O
B -4 = + =
(3 —2) (—1 0) (5 12)
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2 1 -1 2
17. Para las matrices A =( 1], B = [ 32 (l)j’ C =( 3} y D= (2 -1 3), efectua las

siguientes operaciones:

a) A' - B b) C' - B DD d D'-D

Los resultados de los productos son:

-2 1
1 -5 4
3 0
b)C'-B=|-1 : 1= -3 0
2 -3 12 -3
2
oD-D'=(2 -1 3)-|-1[=(14)
3
2 4 -2 6
dD' D=|-1]-(2 -1 3)=|-2 1 -3
3 6 -3 9

18. Descompdn las matrices dadas en suma de una matriz simétrica y otra antisimétrica:

15 0 3 1 3 1 3 2 -6
a)A:( ] b)B:( j ¢)C=|7 4 1 ddD=|0 0 3
1 5 1 2
-1 -5 4 0 7 -1
- . . o M +M' .
La descomposicion de la matriz M es M =S + H, siendo S la matriz simétrica, S = ———— y H la matriz
M- M'
antisimétrica, H = T

En cada caso se obtiene:
-1 5 -1 3 0o 2
a) A= = +
S P
0 -3 0 -1 0o -2
b) B = = +
= Y i
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1 3 1 1 5 0 0 -2 1
oC=(7 4 1|=|5 4 -2+ 2 0 3
-1 -5 4 0 -2 4 -1 -3 0
3 2 -6 3 1 -3 0o 1 -3
ddD=|0 0 3= 1 0 5 |[+]|-1 0 -2
0 7 -1 -3 5 -1 3 2 0

19. Contesta a las siguientes cuestiones:
a) Sea A una matriz cuadrada, demuestra que A + A' es simétrica.
b) Estudia las potencias sucesivas de una matriz antisimétrica.
Las respuestas quedan:

a) Se tiene: (A + AY)t = At + (AY)' = A' + A, por tanto, la matriz (A + A') es simétrica pues coincide con su
traspuesta.

b) Una matriz A es antisimétrica si A'=—A.

Veamos cémo son las potencias sucesivas:

(A?)t=(A-A)t=At- Al= (- A) - (-A) = A%, luego A? es simétrica.

(A3) t= (A%2-A)t= At- (A2 = (- A) - A2=— A3, luego A3 es antisimétrica.

Por tanto, las potencias pares son matrices simétricas y las potencias impares son antisimétricas.

1
20. Considera la matriz 4— |
0

oS = O
e ]

a) Calcula las potencias sucesivas A2, A3y A%
b) ¢ Cual sera la expresion general de la potencia A" para cualquier valor de n € N?

a) Operamos:

1 0 2)Y(1 0 2 1 0 4
AA=4-4={0 1 1[-|0 1 1|=|0 1 2
0 0 1)10 0 1 0 0 1
1 0 4)(1 0 2 1 0 6
A=A44=/01 2|-/0 1 1|={0 1 3
00 1) 0 01 0 0 1
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1 0 6 1 0 2 1 0 8
A=A -4={0 1 3|0 1 1|=|0 1 4
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 2n
b) La expresiéon de lamatrizA"es 47— 0 1 =n
0 0 1

Veamos que es cierto por el método de induccion:

1 0 2
e Esciertoparan=1yaque 4—|0 1 1]|-
0 0 1
1 0 2h
® Supongamos que se cumple paran=h, esdecir, 4/'—| 0 1 4 |, veamos que se cumple paran=h+1:
0 0 1
1 0 2h 1 0 2 1 0 2h+2 1 0 2(h+1)
A= A"4=10 1 h 01 1|={0 1 A+1 |={0 1 h+1
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

21. En una academia de idiomas hay tres niveles de inglés para obtener los titulos de Cambridge: First,
Advanced y Proficiency. Para First hay 7 estudiantes en el grupo de lunes y miércoles (G1), 8 en el grupo
de martes y jueves (G2) y 4 en el intensivo de los sabados (G3). En Advanced hay 8 estudiantes en G1, 9
en G2y 4 en G3. En el nivel de Proficiency hay 7 estudiantes en G1,5en G2y 7 en G3.

Cada estudiante de First paga 110€ mensuales, 115€ los estudiantes de Advanced y 120€ los de
Proficiency.

Escribe una matriz E que represente los estudiantes de la academia por niveles de inglés; y otra, P, con
los precios mensuales por niveles.

¢Cuanto ganara mensualmente la academia en cada turno horario?

7 8 7
La matriz con los estudiantes de los distintos niveleses p—| 8 9 5| ylamatriz con los precios mensuales
4 4 7
110
por niveleses p—|115]|-
120

Las ganancias mensuales, en euros, de la academia en cada turno horario son:

7 8 7) (110 2530
E-P=(8 9 5|-|115|=] 2515
4 4 7) (120 1740
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-1 2
22. Dadas las matrices A = ((1) 0 ] yB= ((1) 0], calcula A% y B>,

En cada uno de los dos casos calculamos las potencias sucesivas de Ay B.

5 0 -1 0 -1 -1 0 1 0

A = . = = — =—I
1 0 1 0 0o -1 0 1

A=A2-A=—1-A=—A

A=A - A=—-A-A=-A2—(-1)=1I

A=A A=|-A=A

AP=AS-A=A-A=-—|

etcétera.

Observamos que las potencias de la matriz A se repiten de cuatro en cuatro. Asi:

A97=A4-24+1=(A4)24 'A=|24'A=|'A=A

Calculando las potencias sucesivas de B = (1 OJ obtenemos que:

B*=B-B= 20 B*=B*>-B= 0 4
- lo 2 B 12 0

B* =B B= 40 B’ =B B= 0 8
0 4 4 0

Podemos continuar y observar que las potencias pares siguen una ley de recurrencia y las impares otra. Es
decir:

n n+1
0 2

Sinespar: B" = 2 Oﬁ ysinesimpar: B" = n0_1 2
0 2?2 22 0
O 230

Por tanto, B” = g J
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23. Calcula A", paran € N, siendo A las siguientes matrices:

11 1 11
cos 0 — sen o
a) b) 0 11 d) |1 0
11 sen o cos o
0 01 0 -1

Quedan del siguiente modo:

1 1 2n—1 2n—1
a)Si A= , entonces A" =
1 1 2n—1 2n—1

] cosa —sena ) cos na — sen na
b)Si A= ,entonces A" =
sen @  COS sen na@  COS na

2

n-+n
111 Ln —
c)Sid=1]0 1 1|, entonces A" =|0 1 n
0 0 1 0 0 1
0 0
I si nes par
dSid=|1 0 0 |, entonces 4" = ) )
00 -1 A si n es impar

24. Tres artesanas, Ana Berta y Carla trabajan para una marca de joyeria. Elaboran conjuntos de anillos,
pendientes y colgantes. Por cada conjunto realizado en oro les pagan 600 €, si es en plata 500 € y si es en
acero 400 €. Las matrices N y D muestran sus producciones en los meses de noviembre y diciembre. La
matriz P muestra el pago por unidad elaborada.

Oro Plata Acero Oro Plata Acero

4 1 6 2 4 6 600
N=[2 2 8 |p=|6 0o ¢ |S=|500
2 4 4 4 2 7 400

Determina las siguientes matrices y explica qué representan:
a)N:S b)D:S ¢)N+D d)(N+D)-S

Operamos las matrices y obtenemos:

4 1 6) (600 5300
a) N-§=|2 2 8|-|500]|=]5400
2 4 4) (400 4800
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La matriz muestra el dinero que han ganado cada una de las tres artesanas en el mes de noviembre.

2 4 6) (600 5600
b) D-S=|16 0 6]|-]500]|=|6000
4 2 7) (400 6200

La matriz muestra el dinero que han ganado cada una de las tres artesanas en el mes de diciembre.

4 1 6 2 4 6 6 5 12
o N+D=|2 2 8|+|6 0 6|=|8 2 14
2 4 4 4 2 7 6 6 11

La matriz muestra la produccion realizada durante los meses de noviembre y diciembre.

6 5 12) (600 10900
d(N+D)-S=|8 2 14|-[500 |=|11400
6 6 11) (400 11000

La matriz muestra el dinero que han ganado cada una de las tres artesanas en los meses de noviembre y
diciembre.

25. Utilizando las operaciones elementales por filas, obtén matrices triangulares equivalentes a las
siguientes matrices:

1 2 1 3

21 121 -2 2 1 0 -1
a)(s ‘J b)| 2 1 2 9l 1 3 -2 d) a1 1
110 4 2 0 B B

—2 —11 0 11

a) Realizando la operacién elemental 3F; — 2F, = F,, obtenemos:

sl

b) Realizando las operaciones elementales F, —2F, = F;, Fs+F1 - F3y F3+ F, = F3, obtenemos:

1 21 1 2 1 I 2 1
2 1 2|=|{0 -3 0(=z|0 -3 0
-1 1 0 0 3 1 0 0 1

c) Realizando las operaciones elementales F, + F1 = F;, F3+ 4F1 = F3y 3F,— 2F3 - F3, obtenemos:

-1 1 2 -1 1 2 -1 1 2
I 3 -2(=z{0 4 0|=z/0 4 O
4 2 0 0 6 8 0 0 -16
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d) Realizando las operaciones elementales F; —2F1 = F, F3+F1 > F3 Fa+2F4+2F1 > F4, Fa+3F > Fay

2F3 + F4 = F4, obtenemos:

1 -2 1 3 1 -2 1 3 1 -2 1 3 1 -2 3
2 1 0 -1/ |0 5 -2 -7/ |0 5 -2 -7[ |0 5 -2 -7
-1 2 1 -1/7]o o 2 217 ]o 2 217 1o 2 2
~2 —11 0 11) (o =15 2 17 0 0 -4 -4/ 0 0 0 0

26. Halla las matrices inversas de las siguientes matrices haciendo uso de la definicion de matriz inversa:

a)A{2 _SJ b)B:(l lj c)C:(2 _3]
-1 3 1 -2 —4 6

-1 a b y _
a)Sea A~ = secumplird A-A l=1;
c d
2a —5¢ =1 a=
2 =5 a b 1 0 —a+3¢=0 b=5 . 3 5
: = = = = 4 =
-1 3 c d 0 1 2b—-5d =0 c=1 1 2
—-b+3d =1 d=2
Procediendo como en el apartado anterior, obtenemos:
2 1 221
by B™' = % 31 c) No existe C? d A4 ' = 33
33 2 0

27. Calcula las matrices inversas de las matrices que siguen por el método de Gauss—Jordan:
1 1
a) A =
-2 1

Utilizando el método de Gauss—Jordan obtenemos:

-1 0
-1 0
2 -1

b) B = ¢ C=

I

1
0
1

[

a) Realizamos las siguientes operaciones elementales por filas: F, = 2F1+Fy; F, > 1/3F,yFi > Fi—Fa.,
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1
11 1 0 1 0 — ——
(1110J2(1110]50121; 3 3
-2 1 0 1 0 3 2 1 55 0131
3 3
1
La matrizinversade Aes A~ ' = 3 13
3 3

b) Realizamos las siguientes operaciones elementales por filas: F, > Fi—Fy; Fs > Fs—=F; F; > F+Fy Ry
- F1—Fa..

1 101 00 11 0 1 0 O 1 1 0 1 0 O
1 0101 O0|{==f01-11-10|=2=l01 -1"1 -120|=
01 0 0 0 1 O1 0 0 0 1 00 1 -1 1 1
1 1.0 1 00 1 00 1 0 -1
=01 0 0 O =101 0 0 0 1
0 01 -1 1 1 001 -11 1
0 -1
La matrizinversadeBes B-'=| 0 0 1
-1 1 1

c) Procediendo como en el apartado anterior, obtenemos que la matriz inversa de C es:

0 -1 0
c'=|-1 -1 -1
-1 1 0

1 4 -1 _
28. Sea lamatriz A= . Halla las matrices X e Y solucién del sistema: X_l +Y= At
2 1 X7 -Y=A

Sumando ambas ecuaciones obtenemos Y ! = 1A+1Af =(1 3]

2 31

Restando ambas ecuaciones obtenemos y = lA_lA’ :[ 0 1]
2 2 -1 0

Hallamos la inversa de la matriz X! y esta sera la matriz X:
—-1/8 3/8

X =
3/8 —1/8
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] a a+4
29. Dada la matriz A = |

. 1
, calcula los valores de a para que la inversa de Asea — 4.

Teniendo en cuenta que la matriz inversa de A, A~! cumple la igualdad A - A"! = |; tenemos

4-4"'=1 = A'[%Ajzlz 1

4A~A=I = A’ =47

2 2
Calculamos A% 42 — (d a-+ 4] ' (a a+ 4} _ [a +a+4 a +5a+ 4]
1 1 1 1

a+1 a+5

Identificamos los elementos de A? = 41 y obtenemos el sistema
a’+a+4=4

= a=0,a=-1
a’*+5 +4=0 = a=-lLa=-4
= {az—l
a+1=0 = a=-1
a+5=4 = a=-1

30. Obtén razonadamente la matriz M que admite inversa y verifica la igualdad M - M = M.
Se cumplira:

M
M-M=M = M-M-M=0 =M M-=0 = {M

=1
Como M admite inversa, M debe ser la matriz identidad.
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1 01 1 0 -1
31. Calcula X tal que X—-B*=A:B,siendo: A=(1 1 0| yB=|1 1 1
0 0 2 0 0 1
En la ecuacién tenemos que X = A - B + B2
Calculamos las matrices:
1 0 1 1 0 -1 1 00
A-B=|{1 1 0|1 1 1 (={2 10
0 0 2 0 0 1 0 0 2
1 0 -1 1 0 -1 1 0 -2
B*=11 1 {1 1 1 |=[21 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 -2 2 0 -2
X=4-B+B*=[2 1 0|+|2 1 1 |=|4 2 1
0 0 2 0 0 1 0 0 3

32. Resuelve las ecuaciones:
2) 1 -1 (X _ 1 x ‘ 3 b) 1 b ) 1 a _ 5 0
3 2 y y -1 2 a c¢)\b c 0 5

xX—y 3+ 2x
a) Operamos en ambos lados de la igualdad y obtenemos: = .
3x + 2y 3y -2

Igualando los elementos de las matrices se tiene el sistema, cuya solucién es:
x+y=-3 x=-5/4
=
3x—-y=-2 y=-7/4

. 1+b> a+bc 50
b) Operamos las matrices y obtenemos: 5 , | = .
a+bc a +c 0 5

Igualando los elementos de las matrices se obtiene el sistema:
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1+b4*=5 b=+2
a+bc=0 = a+bc=0
a+ct=5 a+ct=5

Para los dos valores de b se obtiene cuatro soluciones:

iJa=-2,b=2,c=1 iia=2,b=2,c=-1 iija=2,b==2,c=1

.. .. 11 4 -2 6 4
33. Resuelve la ecuacion matricial -X - = .
3 4 -1 0 22 14

a
Seala matriz X = ( dj' sustituyendo y operando, obtenemos:
c

E [ B M R P A PR G

ivja=—2,b=-2,c=-1.

12a +16b —3b —4d — 6a —8b 22 14

Igualando los elementos de las matrices se obtiene:

4a +4c-b-d =56

a=-1
—2a—-2c=4 b=-6
12a + 16¢ — 3b — 4d =22 c=-1
—6a -8 =14 d=-28
-1 -6
La matriz buscadaes X = .
-1 -8
34. Determina la matriz X que verifica AXA - B = O, siendo:
3 1 5 -2 0 0
A= , B = yO=
-2 -1 1 3 0 0
Si despejamos X de la ecuacién matricial, obtenemos: X=A"1-B- AL
.. . -1 1 1
La matriz inversa de la matrizAes A~ = ) 3)
) . . 1 1 5 =2 1 1 4 3
La matrizbuscadaes X =4 -B- 4 = . . =
-2 -3 1 3 -2 -3 -3 2
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. 1 2 01 1 2 .
35. Dadas las matrices A = L 1) B = yC= 3 4 encuentra, en cada caso, la matriz X que

31
cumple:

a)X-A+2B=C b)A-X-B=C c)A-X-B=C
a) Despejamos la matriz incégnita X y obtenemos: X = (C—2B) - AL,

Operando con las matrices tenemos:

(LY {2
S T P

b) Despejamos la matriz incégnita X y obtenemos: X=A"1- (B + C).

Operando con las matrices tenemos:

0 1 1 2 1 3 . -1 2

B+C= + = A" =
31 3 4 6 5 1 -1
-1 2 1 3 11 7
X = N =
1 -1 6 5 -5 =2

c) Despejamos la matriz incégnita X y obtenemos: X=A"1-C-B™ %

Operando con las matrices tenemos:

11

12 JRN .

=, = 3 3

0

13 5

X(—l 2)(1 2) R T
= . . 3 3=

1134 234 2

3003

36. Si A es una matriz cuadrada de orden n, tal que A2 = A, e | es | matriz unidad de orden n, équé matriz es
B%LsiB=2A-1?

Se tiene que:
B2=B-B=(2A-1)-(2A=1)=4A-A=2A-1—=1-2A+1-1=4A2-2A-2A+|1=4A-4A+I=1.

Por tanto, la matriz B2 es la matriz unidad. Las matrices como B se denominan idempotentes.
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37. Responde a las siguientes cuestiones:
a) DemuestraquesiA-B=AyB-A!=B, entonces A2=A.
b) Si A es una matriz que conmuta conByC, ées ciertoque (B:C)-A=A-(B-(C)?
a) Se cumple la siguiente cadena de igualdades:
A*=4-A=(AB) - A=A-(B-A"Y A=4B-A"'-A=4-B=4
@ (2) (€) 4) S (©)
y que:

1) Es la definicion de potencia cuadrado de una matriz

2) Por la hipdtesis A - B=A.

3) Por la hipdtesis B - A~1 = B.

4) Por la propiedad asociativa del producto.

5)AlserA-Al=],

6) Por la hipotesis A - B = A.
b) Se cumple:

(B-C):A=B-(C-A)=B-(4A-C)=(B-4A)-C=(A-B)-C=4-(B-0)
M () 3) 4) )

al ser:

(2); (3) y (5) Por la propiedad asociativa del producto de matrices.

(2) Las matrices Ay C conmutan.

(4) Las matrices A y B conmutan.

. a b . . 2
38. Halla todas las matrices X = con a, b, c € R, que satisfacen la ecuaciéon matricial X* = 2X.

C

2
Hallamos X% X2 = X - X = a by (a b _|a ab + bc '
0 ¢) \0 ¢ 0 c?

Se cumplira:
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2 _ — —
2 2 ab 4 be 2a 2 a” =2a a=0,a=2
X" =2X = 0 5 = 0 2 = <ab+bc=2b =><b=0,a+c=2
¢ ¢ ¢t =2¢ c=0,c=2

Combinando los valores de a, b y c obtenemos las soluciones:

i)Cona=0,b=0yc=0se obtiene la matriz X, = (0 Oj gue obviamente cumple X12 =2X,.
0 0

ii) Cona=0,b €Ryc=2se obtienen las matrices x, = (0 bj que cumplen (0 bJ . [O bj ) (0 2bj.
0 2

0 2 0 2 0 4
iii) Cona=2,b=0yc=2seobtiene la matriz X, = (2 0] que cumple [2 OJ . [2 Oj = (4 OJ.
0 2 0 2 0 2 0 4

iv)Cona=2,b €Ryc=0se obtienen las matrices x, = [2 bj gue cumplen (2 bJ . (2 bj = (4 2b].
00 0 0 00 0 0

. 1 -3 1 0
39. Dadas las matrices A = el = ,
0 1 01

a) Halla razonadamente dos parametros a y b tales que A% = aA + bl.

b) Calcula razonadamente todas las matrices X que verifican (A —X) - (A + X) = AZ= X2,

a) Calculamos A% 42 = b=3) (-3 = ! _6,
0 1 0 1 0 1

Operando en la expresidn A2 = aA + bl e identificando los elementos de las matrices resultantes, obtenemos:
5 1 -6 1 -3 1 0 1 -6 a+b -3a
A" =ad + bl = .=a- +b- = = =
0 1 0 1 0 1 0 1 0 a+b
a+b=1 a=2
= =
-3a=-6 b=-1
b) Operamos la expresion (A —X) - (A + X) = A2 — X2, simplificamos y obtenemos:

(A=X)-(A+X)=A2=X> = A?+A-X-X-A-X’=A’-X*> = A-X-X-A=0 =

= A-X=X-A

z t

A X-Xd > ((1) ‘13}.(2 f]z( ﬂ(é —13] -

Sea la matriz ¥ = (x yJ que cumple A - X =X - A. Operamos y resolvemos el sistema resultante:
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x—-3z=x
x-3z y-3t x —3x+y z=0
= = = y-3z==-3x+y =
z t z —-3z+t =
t=-3z+t¢

Las matrices X son todas de la siguiente forma: x = ( ] con x, y € R.
0 x

40. Determina que relaciones han de existir entre a, b, c y d para que se verifigue AM = MA siendo Ay M

A:((l) _llJyMz(: z]

las matrices:

Operamos A - M =M - A e identificamos los elementos de las matrices resultantes:
a b 0 -1
c d 1 1
-c=b
-d=-a+b {
=

—-c —-d B b —a+d =
a+c b+d) \d —-c+d a+c=d
b+d=-c+d

0 -1 a b
A M=M-" -4 = -

1 1 c d
c=-b

a=d-c
d=a+c

b=-c

Las matrices M son todas de la siguiente forma: jf = (d_c _C] cond,c € R.
C

j. Determina un valor de x para el que A% = 6A. ¢Tiene A inversa en ese caso?

41. Sea la matriz A = (
X

A2_31.31_9+x6
lx 3 x 3) | 6x x+9)

Mediante la igualdad A2 = 6A, obtenemos: O+x 6 = 186 = x=9
6x x+9 6x 18

31
La matriz A queda: 4 = [ . Esta matriz no tiene inversa pues su determinante es nulo.

1 01
42. Dadas las matrices A = (’1‘ J, yB= (1 1] y sea | la matriz identidad de orden 2.
X +

a) Calcula el valor de x paraque A—1, =B

b) Calcula el valor de x para que A - B = |,.
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-1 1
a) La matrizinversadeBes B~ ' = ( ! OJ'

x—1 1 -1 1
SiA—1,= B™% entonces: = = x=0.
1 X 1 0

X 1 -1 1
b) Si A - B =1,, entonces: = = x=-1.
1 x+1 1 0
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43. Calcula el rango de las siguientes matrices:

5 10 1 -1 0 -2 1 0 3 2 1 5 -1 8
a)(6 3 4] bj2 1 -1 9|3 -11 -2 d) -1 2 3 4 5
3 2 -1 1 1 3 6 1 3 10 11 13

Realizamos operaciones elementales en las filas de las matrices, obteniendo matrices equivalentes, es decir,
con el mismo rango.

2 -1 0 2 -1 0
a) Rango de (6 ] = Rango de (0 J =2.

-3 4 0 4
1 -1 0 I -10 1 -1 0
b)Rangode |2 1 —1|=Rangode|0 —3 1 |=Rangode|0 -3 1 |=3.
3 2 -1 0 -5 1 0 0 -2
-2 1 0 3 -2 1 0 3 -2 1 0 3
c)Rangode| 3 -1 1 —2|=Rangode| O 1 2 5 |=Rangode| 0 1 2 5|=2
1 1 3 6 0 3 6 15 0 0 0 O
2 1 5 -1 8 21 5 -1 8
d Rango de |—-1 2 3 4 5 = Rango de |0 5 11 7 18 = Rango de
1 3 10 11 13 0 5 15 23 18

21 5 -1 8
0 5 11 7 18|=3
4 16 0

44. Resuelve las siguientes cuestiones:

a) Escribe cuatro matrices de dimension 2x4 que tengan, respectivamente, rango 1, 2, 3 y 4. Razona tu
respuesta.

b) Escribe cuatro matrices de orden 4 que tengan, respectivamente, rango 1, 2, 3 y 4. Razona tu respuesta.
En ambos casos existen multiples respuestas.

a) La matriz de dimension 2x4,

. . I 1 1 1 1
conrango 1 es, por ejemplo, | 7 _92 —2 _2
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5 ) | 1 1 11
con rango 2 es, por ejemplo, 1 2 3 4

—con rango 3 0 4 no es posible construirlas.

a) Un ejemplo podria ser:

1 -1 2 =3 1 -1 2 =3
2 -2 4 -6 0 5 0 2
—con rango 1: —con rango 2:
5 -5 10 -15 1 4 2 -1
10 -10 20 -30 5 -5 10 -15
1 -1 2 -3 1 -1 2 -3
0O 5 0 2 0O 5 0 2
—con rango 3: —con rango 4:
1 3 4 1 1 3 4
2 5 5 0O 5 5 3
45. Calcula el rango de las siguientes matrices segun los valores del parametro a.
5 5 21 a 22 1 1 1 6 10 1
a+ a—
a)[ 1 5 j b)[1 1 a |2 a1l d|5 -a -1 2
0 a1 2 1 a 2 1 a 1
Las soluciones son:
a+2 a-2 1 2 1 2
a) Rango de = Rango de = Rango de
1 2 a+2 a-2 0 a+6
Sia=—6elrangoes1,ysia#—6elrangoes 2.
2 1 a 2 1 a 2 1 a
b)Rangode |1 1 a| =Rangode |0 1 a|=Rangode|0 1 a
0 a 1 0 a 1 0 0 a>-1
Siazlya#-1elrangoes3.
Sia=—1loa=1rangoes?2.
2a 1 1 2a 1 1 2a 1 1
c)Rangode| 2 a 1|=Rangode| 0 a* -1 a—1| =Rangode| 0 a’ —1 a-1
2 1 a 0 a-1 1-a 0 0 a’+a-2

Siaz—2ya=z#1lelrangoes3.
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Sia=-2elrangoes 2.

Si a=1elrangoes1.

I 6 10 1 1 6 10 1
d)Rangode |5 —a —1 2 |=Rangode|0 30+a 51 3| =
2 1 a 1 0 11 20-a 1
1 6 10 1 1 6 10 1
=Rangode |0 a + 30 51 3 =Rangode |0 a + 30 51 3
0 0 a’ +10a -39 3-a 0 0 (@a-=3)a+13) 3—-a

Sia#z3elrangoes3ysia=3elrangoes 2.

46. En un instituto hay alumnos de tres pueblos, A, B y C, distribuidos en cursos segun la matriz M. Una
empresa de transporte elabora dos rutas R; y R.. Los kildmetros que recorria cada alumno se muestran en
la matriz N. Si el precio por alumno y kildémetro de 12 euros, expresa en forma de matriz lo que se
recaudaria por curso por cada itinerario.

P S T E

212 190 125 98) A A B C
8 24 46

M=|9 75 50 12|B N =
9 32 20

24 26 12 8)C

Los kildmetros recorridos por cada grupo de alumnos en cada una de las dos rutas, Ry y Ry, es:

P S T E

212 190 125 98
8 24 46 5104 4516 2752 1440\ R,
196 75 50 12 |=

N-M =
(9 32 20 5460 4630 2965 1426) R,

26 12
La recaudacién por curso en cada itinerario es:

P S T E
5 5104 4516 2752 1440) (61248 54192 33024 17280)R,
5460 4630 2965 1426) (65520 55560 35580 17112 R,

47. Entre cinco personas hay la siguiente relacion de influencias: A influye sobre B; E sobre D; C, Dy E
influyen sobre A. Se pide:

a) Construye la matriz de influencias: M.
b) Halla la matriz de influencias de dos etapas: M?.

c) Interpreta la suma de las filas de M y de sus columnas.
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Dibujamos el grafo con las relaciones de influencias que se describen en el

enunciado.

a) Teniendo en cuenta que los individuos de las filas influyen sobre los

individuos de las columnas, como puede verse en el grafo, la matriz de A

influencias es:

<

<~

A B C D FE
A0 1 0 0 O E
B{0O 0O 0 0 O
ci1 0 0 0 O0|=M
D1 0 0 0 O
E{1 0 01 0
b) La matriz de influencias en dos etapas es M
01 0 00 01 0 0O 00 0 00O
00 0 0O 00 0 0O 000 00O
M*={1 O 0 O Ol 0 O O O|=(0 1 O O O
1 0 0 0O 1 0 0 0O 01 0 00
1 0 01 0 1 0 010 1 1.0 00
El significado de los elementos que valen 1 es:
® a3, = 1: Cinfluye en B a través de A.
® a;; = 1: D influye en B a través de A.
® as; = 1: E influye en A a través de D.
® as; = 1: Einfluye en B a través de A.
c)Lasumadelasfilases 1,0, 1, 1y 2, respectivamente.
Estos valores significan:
Fila Suma de lafila Significado
Primera 1 A influye en una persona, B
Segunda 0 B no influye en nadie
Tercera 1 Cinfluye en una persona A
Cuarta 1 D influye en una persona, A
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Quinta

N

E influye en dos personas, Ay D

La suma de las columnas es 3, 1, 0, 1, O, respectivamente.

Estos valores significan:

Columna Suma de la columna Significado
Primera 3 A estd influenciado por 3 personas, C, Dy E
Segunda 1 B esta influenciado por una persona, A
Tercera 0 C no esta influenciado
Cuarta 1 D esta influenciado por una persona, E
Quinta 0 E honesta influenciado

48. Dibuja el grafo de cuatro vértices, cuya matriz asociada es la matriz M. Supén
que la matriz anterior determina los contagios directos de una determinada
enfermedad. Halla, calculando M? y M3, los contagios de segundo y tercer orden de

los elementos del grupo.

Dibujamos el grafo:

Calculamos M?:

S = D
S - S
—_ e S

|
S = = O
S = O =
[ e =
oS O = O

S = = O

S = O =
—_— 0 O
oS O = O
—_— = O N
—_— = =
S = O
S = O =

SO = o
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Los valores de los elementos de esta matriz muestran los contagios indirectos de segundo orden. Asi, por
ejemplo:

a11 = 2 indica que A se contagia a si mismo a través de B o C al existir los caminos A—B—A o A—C-A.
a2 = 1 indica que A contagia a B a través de un tercero al existir el camino A—C-B.

Calculamos M3:

—_— = O DN
—_ = = =
S = N O
S = = O
S = O =
—_—0 O
el \O 2 \O I O
— N O W
—_ = = =

1
3
2
1

S = O =
S O = O

Los valores de los elementos de esta matriz muestran los contagios indirectos de tercer orden. Asi, por
ejemplo:

a2 = 2 indica que A contagia a B a través de otros dos individuos al existir los caminos A—-C—A-B o A—B—A-B.

as; = 2 indica que C contagia a B a través de otros dos individuos al existir los caminos C—-A—-C—-B o C—B—A-B.

49. Unos investigadores médicos estudian la difusion de un virus en una poblacién de 1000 cobayas de
laboratorio. En cualquier semana, hay una probabilidad del 80% de que un cobaya infectado venza al virus
y un 10% de que un cobaya no infectado quede infectado. Actualmente, hay 100 cobayas infectados por el
virus. ¢Cuantos estaran infectados la préoxima semana? ¢Y dentro de dos semanas? ¢Se estabilizara el
numero de cobayas infectados?

La matriz, P, de las probabilidades de transicion es:

Infectado No inf ectado
Infectado 0,20 0,10
No inf ectado \ 0,80 0,90

Estaradn infectados la préxima semana:
0,20 0,10 100 110
P-X,= . = = X,
0,80 0,90 900 890
Estaran infectados dentro de dos semanas:
0,20 0,10 110 111
P-X = : = =X,
0,80 0,90 890 889

) 0,20 0,103 (0,20 0,10} (110 111
De otra forma: P~ - X, = : : = =X,
0,80 0,90/ {0,80 0,90 \890 889
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X
, entonces:
y

0,20 0,10 X X 0,20x + 0,10y = x
P ) Xest = Xest = ’ = = =
0,80 0,90) \y y 0,80x + 0,90y =y

- 0,80x + 0,10y =0
0,80x - 0,10y =0

Calculamos el valor estacionario: Sea X, = (

= {y =8x

x=111

Si x +y =1000, entonces: .
y =889

50. Una residencia aloja a 200 estudiantes que estudian en una facultad de ciencias. Todos los que estudian
matematicas mas de una hora un dia las estudian menos de una hora al dia siguiente. Una cuarta parte de
los que estudian matematicas menos de una hora un dia las estudian mas de una hora al dia siguiente. La
mitad de los estudiantes han estudiado matematicas hoy mas de una hora. {Cudntos las estudiaran mas
de una hora mafiana? ¢Y pasado mainana? ¢Y al tercer dia? ¢ Como evolucionan el nimero de estudiantes
de cada apartado con el paso del tiempo?

La matriz, P, de las probabilidades de transicién es:

+1hora -1 hora
+1hora (0 0,25
—1hora\l 0,75

Y la matriz de estado, representando la poblacion actual en cada uno de los dos estados, es:

100
X, =
100

0 0,25) (100 25
La matriz del dia siguiente es: P - X = : = =X,

1 0,75) (100 175
0 0,25 25 44
La matriz del segundo diaes: P - X, = : = =X,
1 0,775) \175 156
0 0,25 44 39
La matriz del tercer diaes: P - X, = : = =X,
1 0,775) \156 161

Calculamos el valor estacionario:

X
Sea X, :( ], entonces:

y
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0 0,25 X X 0,25y =x
P.Xest :Xest = ) = = =
1 0,75 ¥ y x+0,75x =y

-x+025y=0
= {y =4x
x—-025y=0
x=40
Si x +y =200, entonces: .
y =160
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ACTIVIDADES ACCESO A LA UNIVERSIDAD pagina 37

2i+j sii<j

1. Escribe la matriz cuadrada de orden 4 cuyos elementos son a.. = . A
ij —i+2jsii>j

3 4 5 6
La matriz que cumple las condiciones anteriores es 0 67 8
-1 1 9 10
-2 0 2 12
0 o0 1 a b c
2. Considera las siguientes matrices A=|{(0 —1 0|y B=| 0 1 0/|. Determina, si existen, los
1 0 0 -1 0 0

valores de a; b y c para los que las matrices A y B conmutan.

Si las matrices conmutan se cumplird A - B =B - A. Operando, obtenemos:

0 0 1 a b c -1 0 0
A-B=/0 -1 0|-/]0 1 O0f=|0 -10
0 -1 0 0 a b c

a b ¢ 0 0 c —-b a
B-4=10 1 0|-|0 -1 0|=|{0 -1 O
-1 0 0 1 0 O 0 0 -1

SiA-B=B:-A entoncesa=0,b=0yc=-1.

3. Una factoria de muebles fabrica tres modelos de estanterias A, B y C, cada una de dos tamaiios, grande
y pequeiio. Produce diariamente 1000 estanterias grandes y 8000 pequeiias de tipo A; 8000 grandes y 6000
pequeiias de tipo B, y 4000 grandes y 6000 pequefias de tipo C. Cada estanteria grande lleva 16 tornillos y
6 soportes, y cada estanteria pequeiia lleva 12 tornillos y 4 soportes, en cualquiera de los tres modelos,

a) Representa esta informacion en dos matrices.

b) Halla una matriz que represente la cantidad de tornillos y de soportes necesarios para la produccion
diaria de cada uno de los seis modelos—tamafio de estanteria.

a) Las matrices son:
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Tamarios Tornillos  Soportes
Grande Pequerio Grande (16 6
A (1000 8000 Pequerio \12 4

Modelos B | 8000 6000
C {4000 6000

b) La matriz que representa la cantidad de tornillos y de soportes necesarios para la produccion diaria de
cada uno de los seis modelos—tamafio de estanteria es el resultado del producto que sigue:

A B C
(16 12} . (1000 8000 4000] B (112 000 200000 136 OOOJ Tornillos

6 4 8000 6000 6000 38000 72000 48 000 ) Soportes

También se puede multiplicar la primera matriz del apartado a) por la segunda y obtenemos:

G P
A (1000 8000 112000 38000
B {8000 6000 | - (1 6 6} = 200000 72000
C 14000 6000 12 4 136000 48000

4. Halla las matrices simétricas de orden 2 tales que A2 = A.

a b
Sealamatriz 4 = (b dj' debe cumplirse:

b b b 24b® ba+d b a’+b=a
a (a _[a _ |a + (a+d) _[a ~ b(a+d)=b
b d b d b d b(a+d) b* +d*? b d

b +d’ =d

a*+b*=a
Resolvemos el sistema: <b (a +d) = b

b +d’=d

Los casos posibles son:

0 0)y(1 0)(O O 1 0
i)b=0,entoncesa=00a=1,yd=0o0d=1. Las matrices solucion son: , R y
0 010 010 1

ii)a=1-d, entonces b =+ /d — d* cond e [0, 1]. Las matrices solucidn son:

1-d + ./d —d*
cond € [0, 1].
iw/d—dz d
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1+ 1
5. Sea la matriz A = ( . X ’ J e I la matriz identidad. Encuentra los valores de x que verifican
- X
A?=2A+1.
2
Hallamos A% 42 = 4. 4 <[ 7% L [trx 1) _[x +2x+2 2
I I-x 1 1-x 2 xP—2x+2

Determinamos 2A +1: 24 + [ = 2+ 2x 2 + 10 — 2x +3 2
2 2 - 2x 0 1 2 3 - 2x

Igualando las matrices obtenemos:

X +2x+2 2 2x + 3 2 X2 +2x+2=2x+3 5
= = = P -1=0 > x==1

2 x* —2x+2 2 3-2x X2 —2x+2=-2x+3

Los valoresde x sonx=—1yx=1.

6. Halla todas las matrices triangulares superiores de orden 2 que verifican que su cuadrado es la matriz
identidad.

Sea la matriz 4 = (a bJ triangular superior que cumple A = |. Operando e igualando los elementos de las
0

c
matrices obtenemos:

2 _ _
a’® ab + be 1 0 @ =1 a=-la=1
A =1 = 0 5 = 01 = b(a+c)=0=<b=0,a+c=0
¢ ¢t =0 c=-1c=1

Combinando los valores de a, b y c obtenemos las soluciones:

i)Cona=-1,b=0yc=1se obtiene la matriz Alz(_l 0]_
0 1

ii)Cona=—1,b €Ryc=1seobtienen las matrices 4, = [_1 b).
0 1

iii)Cona=1,b=0yc=1se obtiene la matriz A, = (1 OJ.
01

iv)Cona=1,b €eRyc=—1se obtienen las matrices 4, = (1 b j
0 -1
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7. En una poblaciéon de 100 000 consumidores, 20 000 usan la marca A, 30 000 la marca B y 50 000 ninguna
de ellas. En un mes, un usuario de A tiene una probabilidad del 20% de cambiar a la marca B, y 5% de pasar
a no usar ninguna de ellas. Un usuario de B tiene una probabilidad del 15% de cambiar a la marca Ay 10%
de no usar ninguna de ambas. Uno de los que no usa ninguna de las dos marcas tiene una probabilidad del
10% de pasar a usar la marca A y un 10% de pasar a usar B. ¢ Cuantos usuarios de cada clase habra el mes
préximo? ¢Y dentro de dos meses? éSe estabilizaran los valores de los consumidores de cada clase?

La matriz, P, que representa las probabilidades de transicién dadas es:

A B Ning.
A (0,775 0,15 0,10
B 1020 0,75 0,10 |=P
Ning. { 0,05 0,10 0,80

Y la matriz de estado, representando la poblacién actual en cada uno de los tres estados, es:

20000
X, =|30000
50000

La matriz de estado del proximo mes:

0,75 0,15 0,10) (20000 24500
P-X,=1020 0,75 0,10 |-|30000 =] 31500 | = X,
0,05 0,10 0,80) {50000 44000

La matriz de estado del segundo mes:

0,75 0,15 0,10) (24500 27500
P-X =020 0,75 0,10 |-] 31500 |=|32925|=X,
0,05 0,10 0,80) {44000 39575

Hallamos el valor estacionario. Sea X, = .Se cumplira: P-X,, = X, entonces:

|
<

est’

0,75 0,15 0,10 X X 0,75x + 0,15y + 0,10z = x
0,20 0,75 010|-|y|=|y|= 70,20x + 0,75y + 0,10z = y =
0,05 0,10 0,80 z z 0,05x + 0,10y + 0,80z =z
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~0,25x + 0,15y + 0,10z = 0 =16
- 0,25x + 0,15y = - 0,10z 13
= 40,20x — 0,25y + 0,10z =0 = =
0,20x — 0,25y = - 0,10z 18
0,05x +0,10y — 0,20z =0 y = Ez
Como x +y +z =100 000, se tiene como solucion:
34040
X,, =|38300
27660

011 1
8. Pruebaque A2—A-2I=0,siendo A =|1 0 1]|eI=|0
110 0

S = O

0
0 |. Calcula A~ ! utilizando la igualdad
1

anterior o de cualquier otra forma.

Calculamos A2 — A — 2| y obtenemos:

01 1) (0 1 1 1 00
A*—A4-2I=|1 0 1|-|/1 0 1|-2-/0 1 0O]=
1 10/ \1 10 0 0 1
21 1 01 1 2 0 0 0 0 O
={1 2 1|-{1 O I|-]0 2 O0|=|0 O O
1 1 2 1 1 0 0 0 2 0 0 O

De la expresién A2— A — 21 =0, operando se obtiene:

AP-A-21=0 & lAz—lA—I:o o lAz—lAzl o A lA—ll =7
2 2 2 2 2 2

1 1
La matriz inversasees 4~ ' = (— A-— IJ .

2 2
L1l
0 1 1 1 00 2 2 2
Por tanto, A_lz(lA—llj:l' 1 0 1 _1, 01 0= 1 11
2 2 2 2 2 2 2
1 10 0 0 1 1 1 1
2 2 2
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9. Si A y B son dos matrices diagonales de orden 2, demuestra que A - B = B - A. Halla todas las matrices
diagonales A talesque A:-A=1.

a 0 b 0
Sean las matrices A = y B = .
0 a, 0 b,

Los productos de ambas son:

L 0) (6 0) (ab, 0\ (b 0) (a O _B-4
o a) o b)) L0 ab) (0 b -
0

0 a,

1 . . . . ez .
Sea A = ( 0 ] una matriz diagonal cualquiera. La condicion A - A = | nos conduce al sistema:
a
2

CI VI S FH A P S N R it g

2 2
a, 1 a, =1

Il
H+

1
1

a, =

I+

Las matrices diagonales buscadas son:

((1) (1)) ((l) —OJ’ (_ol ?)y (_01 Oj'

-1

-2 -1
10. Encuentra todas las matrices diagonales que conmutan con la matriz A = [ 0 j

0
Sea la matriz diagonal D = (x ].Se cumplira:
y

wo=oa=( ()60 )=

2x = —2x
-2x -y -2x —-x
= = = - y=-x
X 0 0

. . x 0
Las matrices que cumplen la condicion pedida son de la forma D = ( ] conx € R.
X
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ab
11. Halla todas las matrices de orden 2 de la forma A = [1 d] que verifiquen A2 = O, siendo O la matriz

nula.

Desarrollamos la igualdad A% = O:

Az_O:ab'ab_003a2+bab+bd_00
1 d) (1 d 00 a+d b+d? 00

a’*+d=0
Identificando términos: |0 +bd =0

b+d*=0 = b=-4d’

2
Las matrices pedidas son todas de la siguiente forma: 4 = (_ d —d j cond e R.
1

6

1
12. Dadas la matriz identidad | de orden 2 y las matrices A = [0 .

11 .
yB= Lo , halla las matrices X e

Y que son soluciones del sistema:

AX + BY =31
AX -BY =1

Si sumamos las dos ecuaciones del sistema obtenemos 2AX = 4l, es decir, AX = 2I.

Despejamos la matriz X multiplicando por la izquierda por A™%:

AL-A-X=2-A1 1 = X=2-A'

Hallamos A~ %:

det (A)=1 A = I Ad'(A’)— b -6 A" = b =6
“le 1 A VI “lo 1
. 2 =12
La matrizXes X =
0 2
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Si restamos las dos ecuaciones del sistema obtenemos 2BY = 2I, es decir, BY =1I.

Despejamos la matriz Y multiplicando por la izquierda por B™%:

B!-B-Yy=B!'1l = yY=B"!

Hallamos B~

det (B)=—1 g1 PP U (01
- 1 0 .]( )_ _1 1 = 1 _1

. 0 1
LamatrizYes Y = |

31
13. Dada la matriz A = (1 2), encuentra la matriz B que cumple A:-B=A +B.

Primer procedimiento:
Operando en la ecuacidon matricial A - B = A + B, obtenemos:

A-B=A+B = A-B-B=A = (A-I1):'B=A = B=(A-1)"1-A

1 -1
La matriz inversade (A—1l)es (4 — )" = ( j

. 1 1 -1 31 2 =1
LamatrizBes: B=(A4-1) ‘A= . = .
-1 2 1 2 -1 3

Segundo procedimiento:
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a
Sea la matriz B = ( ), como A - B=A+B, se cumplira:

c
31 a b 31 a b 3a+c 3b+d 3+a b+1
. = + = = =
1 2 c d 1 2 c d a+2c b+2d c+1 d+2
3a+c=3+a a=2
a+2c=c+1 b=- 2 -1
= = ... = = B=
3b+d=b+1 c=- -1 3
b+2d=d+2 d =

1 2
14. Halla la matriz X, que cumple AXA =1, siendolamatriz A =| (0 0
01

[ —

Resolviendo la ecuacidn matricial AXA = |, obtenemos: x = (A™1)2.

1 0 -2
La matrizinversadeAes: 4 '={0 0 1
01 O
1 -2 =2
La matriz buscadaes X = (A’ l)z =0 1 0
0 0 1
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ACTIVIDADES PROYECTO pagina 38

Aqui mostramos algunas soluciones al proyecto planteado. Los apartados que no estan resueltos es porque
son especificos de cada grupo.

1. La palabra grafo procede del griego y significa trazar. Un grafo consta de un conjunto de puntos, llamados
vértices, y un conjunto de lineas o aristas.

El origen de la teoria de grafos esta en la situacion—problema que habia en el siglo XVIII en la antigua ciudad
de Koénigsberg (hoy Kaliningrado) relativa a que el rio Pregel dividia la ciudad en cuatro regiones unidas a
través de siete puentes. Euler se planteé la pregunta: ées posible dar un paseo comenzando desde cualquiera
de estas regiones, cruzando todos los puentes solo una vez cada uno y regresando al punto de partida?
Euler determind que los puntos intermedios de un recorrido posible "
necesariamente han de estar conectados a un nimero par de lineas. Si
llegamos a un punto desde alguna linea, entonces el Unico modo de salir
de él es por una linea diferente. Esto quiere decir que tanto el punto D
inicial como el final deben ser los Unicos conectados con un nimero

impar de lineas. Pero como el problema dice que el punto inicial debe

ser igual al final no podria existir ningin punto conectado con un

ndamero impar de lineas.

En el dibujo podemos ver un grafo relativo a los puentes de Konigsberg,
los vértices Ay D son las islas y las aristas los puentes. Los cuatro vértices tienen un nimero impar de aristas,
los vértices B, Cy D tienen tres y el vértice A tiene cinco. Por tanto, el recorrido que se pide es imposible.

Investigad sobre si este grafo es euleriano. En la teoria de grafos, un camino euleriano es un camino que
pasa por cada arista una y solo una vez. Un circuito euleriano es un camino euleriano cerrado. Un grafo
euleriano es un grafo que admite un circuito euleriano. Un grafo euleriano es aquél que no tiene mas de dos
vértices impares.

2. En este mapa de Espaia peninsular en el que los puntos indican las capitales de cada comunidad
autonoma, épodriais recorrer todas estas ciudades sin pasar por ninguna de ellas mds de una vez?

Reducid el problema a un grafo. ¢ De dénde habria que salir? Investigad si hay alguna desde la que se salgay,
recorriendo todas las demas solo una vez, se regrese a la ciudad de partida.
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En la imagen vemos un grafo con posibles soluciones:

Archevo Edita Vista Opoones Hesramientas Vierfana Ayuda

LB NoERNED

Wit Algebenica | E Vists Grafica

Punin i
& A= [4 R4, 4.86)

B = (7.5, £.04]

€ = (6.4, 5.68)

D = {4.14, 4.56)

E = [544, .08

F = {774, 3.36)

G = |83, 4.64)

H=|T& 593

I=|5.18, B.9E)

Jd=(2,7)

K = {648, T.14)

L={482 7.7

= (548, T68)

o= {4.26, 6.8

O =132, 57

Segmenin

a=iTd

b=188

o= 283

dmi12

e 146

f=2TH

f, =147

a=1

& g, =18

® h=Q72

@ h =237

LB LRE ]

® 0, =147

® j=138

® ) =314

# k=143

& k=158

® =14

@l =224

[

]

L E NN NN NN NNNEN N

LR N RN NN N

m = 232
m, =363

T b

Entfada

H 2 Escribe aqui para buscar @ o ¥
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En la imagen vemos una posible solucién saliendo de Valladolid y regresando a la misma ciudad:

Archers Edita Vista Opoongs Hemmamigrias Vientana Awuda

DEZBNOERANEG
P ista Adgabeiica X l Vists Grifica

Punio e

& Aw(dad, 4.84]
B =75 4.04)
iC o= {508, 6.28)
D = {2.04, 3.86) Sontander  Viona
E=[544, 3,08
Fw7.Td 3.36)
Go=|§3, 4.64)
H={T.8 5.98)
;'.1;13'.&HF st e o
Ho= 648, 7.14)
L={492 7.7]
M =X 4% T 68
W= {382 592
o= 87]
SEETeED N CIn
a=17Ta
b= 188
c=1EH
d =20
e= 146
=316
£ =178
g=1
9,18
h=0.72
h, =2.12
im9q.98
il =147
=138
=251
k=143
K, = 1.59
I=1.4
I, =288
m=2.3F
m, = 3.08

Valancia

Lo »

Entrada

H 52 Escribe aqui para buscar i J = @ -
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3. El teorema de los cuatro colores dice:

Cualquier mapa geogrdfico con regiones continuas puede ser coloreado con, a lo sumo, cuatro colores
diferentes, de forma que no queden regiones contiguas con el mismo color.

En la imagen tenemos una posible solucidon. Hemos necesitado 4 colores.

FYLIEPY LUSUS WILEEN SRR ILEMELS N R ST PRI L

-h -r_.p' -_l__ :"'-\. lil':l ] :::::I .,-_{l .:'l\:‘ l:F _._:_._-.

= Yiesta Algebmica K b Wista Grifica

Punto = 52
A= (L84 4BE)
B 'lf.ﬁ-. "-'H'] Deneb
C = |8.4, 568)
D =414, 4.56)
E ™ [5.44, 3.08]
F=(T.74, 3.36)
G = (@3, 4.64)
H = (F& 548
1= {918, 5.96)
Jd= 2 T)
K = {E.48, 7.14)
Lejd a2 T.7]
M =348 T.68)
N = {4.26, 6.8)
O = {132, 5.7
eEgmEnn
a=178
b= 188
ew 282
d=1,18
&= 45
=278
{,=1.17
g=1
9, =18
h=Q 72
h, =237
(LRE:
i'I =147
i=132
j, =314
k=143
K, =158
=14
II -3
m =232
m, = 385

Capella

L]

PR @ 9 @89 BB e @ P EEEFERERER

L i

Entsada

.« PR
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4. Individual

5. En el grafo de laimagen estan indicadas las distancias, en kildmetros, entre las cinco paradas de un autobus
interurbano.

Encontrad el camino de minima distancia que deberia hacer este autobus partiendo de la parada Arturo y
volviendo a la misma pasando una sola vez por todas y cada una de las restantes paradas.

En él vemos que hay 4! = 24 caminos distintos partiendo de Arturo y llegando a Arturo, de los cuales la mitad
son simétricos de la otra mitad.

Hacemos un diagrama de 4arbol con los 12
recorridos posibles. Ponemos la inicial de cada
parada. Algunos recorridos son imposibles pues,
por ejemplo, no hay autobis de S a A.
Completando el diagrama vemos que el recorrido
Optimo de distancia minima que resuelve el
problema es ARSDCA con 365 km.

Arturo

En el grafo dado hemos sefialado con linea mas gruesa la solucién buscada.

En total los recorridos son:

ARCDSA............ Imposible ARCSDA............ 408 km
ARDCSA............ Imposible ARDSCA............ 458 km
ARSCDA......... 440 km ARSDCA......... 365 km
ACRDSA......... Imposible ACRSDA......... 475 km
ACDRSA......... Imposible ACSRDA......... 600 km
ADRCSA......... Imposible ADCRSA......... Imposible
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s A ARCDSA (Imposible)
= D A ARCSDA
— — (408 km)
= o
- cC__ D A—
100 'S
" g DL-'C 145 4 ARSDCA (365 km)
-
D =
: - D A
R g c—
3
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